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Introduction Qu'est-ce que I'analyse d'ordonnancabilité

Présentation de I'analyse d’ordonnancabilité

Comment vérifier que les contraintes temporelles sont respectées ?

Pour qui ?
@ Vérification hors-ligne : avant I'exécution pour des systémes a contraintes strictes

@ Vérification en-ligne : pendant I'exécution (test d’acceptation de nouvelles taches)
pour des systémes a contraintes souples

Quel type d’'analyse ?

@ Analyse d’'ordonnangabilité (schedulability test)
vérifier si un ensemble de taches est ordonnangable par une politique
d’ordonnancement P donnée (la séquence d’ordonnancement produite par P est
valide).

@ Analyse de faisabilité (feasibility test)
vérifier si un ensemble de taches est ordonnangable (il existe une séquence
d’ordonnancement valide).

@ Lanalyse de faisabilité est plus générale que I'analyse d’ordonnangabilité
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Introduction Les différentes approches

Les méthodes d’analyse existantes

@ Simulation

@ Model-checking

@ Méthode analytique
o ..

Trois approches majeures pour la « vérification analytique de I'ordonnancabilité »
@ Criteres basés sur les facteurs d’utilisation et de charge
@ Criteres basés sur le pire temps de réponse
@ Criteres basés sur la demande processeur

On ne considéra dans la suite que des taches indépendantes, synchrones,
périodiques a échéances contraintes pour des ordonnancements préemptifs.
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Notions fondamentales (partie I) Conditions nécessaire et suffisante

Rappel (rapide) de logique : condition nécessaire et suffisante

Si P et Q sont des propriétés (assertions) :
@ Q est une condition nécessaire de P si Q est vraie lorsque P est vraie (P=-Q)
@ Q est une condition suffisante de P si P est vraie lorsque Q est vraie (Q=-P)

Exercice

@ Nous avons 3 fonctions réelles : f, g et h. Pour une méme valeur de x, g(x) > 0
est une condition nécessaire (seulement) pour f(x) > 0, et g(x) > 0 est une
condition nécessaire (seulement) pour h(x) > 0. Par conséquent, h(x) > 0 est
une condition ? ? ? pour f(x) > 0.

@ Supposons que A et B sont deux propositions. Si I'on dit que A est vraie si et
seulement si B est vraie, cela veut dire que A est une condition ? ? ? de B.

@ "ab est impair" est une condition ? ? ? pour que a+b soit pair

@ A est une condition suffisante de B. Si A est faux, alors B est 2 ? 2.

@ A est une condition nécessaire de B. Si A est faux, alors B est ? ? 2.
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Notions fondamentales (partie I) Facteurs d'utilisation

Facteur d’utilisation

Définition : Facteur d'utilisation d’une tache
Fraction de temps processeur requis pour I'exécution de la tache :

_ G

Ui T

Définition : Facteur d’utilisation d’'un processeur
Fraction de temps processeur requis pour 'exécution de 'ensemble des n taches

affectées a ce processeur :
n n
Ci
ookt

=
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Notions fondamentales (partie I) Facteurs d'utilisation

Théoréme : Condition nécessaire de faisabilité
Un ensemble de taches {7ij|i = 1..n} est faisable seulement si :

U_Zn;%'g

Ce théoreme est indépendant de la politique d’ordonnancement
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur

Plan

e Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur

Analyse sur I'utilisation du processeur

@ Cette analyse se base sur le facteur d’utilisation (ou de charge) pour déterminer si
une configuration de taches est ordonnancable ou non.

@ tests suffisants
@ complexité faible

@ difficile a étendre pour prendre en considération des contraintes additionnelles
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur

Condition suffisante sous RM

Théoreme : Condition suffisante d’'ordonnancabilité sous RM [Liu et Layland, 1973]
Un ensemble de n tdches a échéance sur requéte est ordonnangable par RM si :

U= ZC’ n2"/"—1)

@ Complexité calculatoire en O(n)

@ La borne tend vers In2 =~ 69% lorsque n est grand ([Lehocky et al., 1989b] montre
que statistiquement cette borne est de I'ordre de 88%).

@ Cas particulier : si toutes les paires de périodes de I'ensemble des taches sont en
relation harmonique, alors la borne sur U devient 1.
Parexemple : Ty =4, T, =8et T3 =16
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur

Exemple

Soit la configuration suivante de taches, est-elle ordonnangable par la politique
d’ordonnancement RM ?

T T2 T3
Ci |32 ]| 5 4
T; | 80 | 40 | 16

Exemple

Soit la configuration suivante de taches, est-elle ordonnangable par la politique
d’'ordonnancement RM ?

(| T2 T3

T. | 4|6 |8
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur

D’autres tests existent :
@ Condition suffisante Hyperbolic Bound [Bini et al., 2001]
@ [Sha et Sathaye, 1993]
@ [Manabe et Aoyagi, 1990]
@ [Bini et Buttazo, 2002]
9 ..
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur

Hyperbolic Bound [Bini et al., 2001]

Théoreme : Hyperbolic Bound [Bini et al., 2001]
Un ensemble de n taches a échéance sur requéte est ordonnangable par RM si :

[Jtu+1<2
i=1

@ Complexité en O(n).
@ Améliore le taux d’acceptation dans un rapport de v/2 pour n grand.

Exemple

Calculer la borne de Liu et Layland puis I'hyperbolic bound pour la configuration de
tache suivante.
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur EDF

Condition nécessaire et suffisante sous EDF

Théoréme : Condition suffisante d’ordonnancabilité [Liu et Layland, 1973]
Un ensemble de n tdches a échéance sur requéte est ordonnangable par EDF si :

n
U:Z%g1
i=1

@ Complexité calculatoire en O(n)

@ Condition nécessaire et suffisante pour les taches a échéances sur requéte.
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur EDF

Extension aux échéances contraintes

Théoréme : Condition suffisante d’ordonnangabilité pour DM [Liu et Layland, 1973]
Un ensemble de n tdches a échéance contrainte est ordonnangable par DM si :

CH:Z% < n2""-1)
-

@ Complexité calculatoire en O(n)

Théoreme : Condition suffisante d’'ordonnancabilité pour EDF [Liu et Layland, 1973]
Un ensemble de n tdches a échéance contrainte est ordonnangable par EDF si :

n
Ci
CH=S"Y% <4

@ N’est plus une condition nécessaire
@ Complexité calculatoire en O(n)
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur Prise en considération des protocoles de ressource

Prise en considération des protocoles de ressource
Principe : ajouter le temps de blocage B; d’une tache 7; a sa durée d’exécution C; .

Théoreme : Condition suffisante d’ordonnangabilité pour RM [Sha et al., 1990]

Un ensemble de n tdches a échéance sur requéte partageant des ressources critiques
est ordonnancgable par RM si :

n

Z Gi+B5 < n(21/n —1)
i=1 U

Théoreme : Condition suffisante d’ordonnangabilité pour EDF [Chen et Lin, 1990]

Un ensemble de n tdches a échéance sur requéte partageant des ressources critiques
est ordonnangable par EDF si :

n

Ci+ B
<
PELES

i=1

@ Trés pessimiste car chaque tache va subir sa pire durée de blocage en attente de
la libération d’'une ressource.
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur Prise en considération des protocoles de ressource

Amélioration (pour RM)

Théoréme : Condition suffisante d’ordonnangabilité pour RM [Sha et al., 1990]
Un ensemble de n tdches a échéance sur requéte partageant des ressources critiques
est ordonnancable par RM si :
<i< e —
v:,1_/_n,.zl_,}+Tj_l(2 1)
jehpiu{i}

Exemple

Soit la configuration suivante de taches, étudier son ordonnangabilité par RM.

(B T2 T3
G| 1 1 2
T 2| 4|8
B | 1 1 0
P-E. Hladik (INSA /LAAS-CNRS) Ordonnancement de taches 2007/2008 19/49




Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur Prise en considération des protocoles de ressource

Amélioration (encore)

Théoreme : Condition suffisante d’'ordonnancabilité pour RM [Sha et al., 1990]

Un ensemble de n tdches a échéance sur requéte partageant des ressources critiques
est ordonnancable par RM si :

n
Ci B
> =+ max b <n@/"-1)
— T jefi,..n | Tj
P-E. Hladik (INSA /LAAS-CNRS) Ordonnancement de taches 2007/2008 20/49



Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur Prise en considération des serveurs de taches apériodiques

Serveur a scrutation (avec RM)

Théoreme : Condition suffisante d’ordonnancabilité pour RM

@ Un ensemble de n périodiques taches a échéance sur requéte en présence d’'un
serveur a scrutation est ordonnangable par RM si :

Zf + 28 < (na @/ - 1)
=1

@ Une tache apériodique T, est ordonnancgable en présence d’'un ordonnancement
RM (en supposant que chaque tache dispose de son propre serveur) si :

C
Ts + [Cﬂ T < D,
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur Prise en considération des serveurs de taches apériodiques

Serveur ajournable (avec RM)

Probleme : la conservation de la capacité du serveur tout au long de sa période viole
une des regles fondamentales de RM qui est "la tache préte de plus haute priorité doit
immédiatement s’exécuter”.

Exemple
T T2 T3 T4 T5 TS
Cl|l2|2|2]2 2 2
T |7 |8 6
O |0]|0]|1 7112 | 0

Conséquence : dépassement d’échéance possible pour les taches périodiques
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Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur Prise en considération des serveurs de taches apériodiques

Théoréme : Condition suffisante d’'ordonnancabilité pour RM

Un ensemble de n périodiques taches a échéance sur requéte en présence d’'un
serveur ajournable est ordonnancable par RM si :

n 1/(n+1)

C,' Us +2 CS
= < =

i=1 Ti " ((ZUS 1 ) 1) e Ts

Théoreme : Condition suffisante d’ordonnancabilité pour RM (2)

Un ensemble de n périodiques taches a échéance sur requéte en présence d’'un
serveur ajournable est ordonnangable par RM si :

n
Ci Us +2 Cs
— <

;:1 T In <2Us 1) avec Us = —TS
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Notions fondamentales (partie II)

Trajectoire et scénario d’exécution

r) r?
<>
O; A l A l
| [ N J§
| U U
to af s fod 1 &
2

Définition : Trajectoire du processus de taches
La séquence des a, des ¢ et des df} définit w une trajectoire du processus de taches.
L'ensemble des trajectoires est noté Q.

Définition : Scénario d’exécution
Le résultat de 'ordonnancement d’un processus de taches w sous une certaine
politique A est appelé scénario d’exécution du systeme.

La date x/(w, A) est la date associée & 'événement x de la k™ instance de la tache
7; pour une trajectoire w et une politique d’ordonnancement A.
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Notions fondamentales (partie II) Pire temps de réponse

Pire temps de réponse

Définition : Pire temps de réponse (worst-case response time)

Le pire temps de réponse d’une tache t; sous une politique d’ordonnancement A est le
plus grand temps de réponse des instances de t; pour tous les scénarios d’exécution
possibles sous A :
(A) — k
R(A) = max {r(wA)}

Dans la suite, la politique d’ordonnancement ne sera pas notée.
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Critére basé sur le pire temps de réponse

Critere basé sur le pire temps de réponse

Principe de I'analyse par pire temps de réponse

Lanalyse se fait en deux temps :
@ Calculer tous les pires temps de réponse des taches du systéme.
© Vérifier laCNSVi,1 <i<n R <D

Le calcul de R; passe par la détermination de :
@ un scénario d’exécution w*
@ l'instance produisant le pire temps de réponse k*
tels que :
Ri=rf(v)

Parfois, il n’est pas possible d’exhiber un scénario pire cas, on construit alors un
scénario &* ¢ Q qui assure :
Ri(&™) > R

La condition devient alors suffisante et on parle de solution pessimiste.

P-E. Hladik (INSA /LAAS-CNRS) Ordonnancement de taches 2007/2008
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Critére basé sur le pire temps de réponse

Instant critique

Théoreme : Instant critique sous FP [Liu et Layland, 1973]

Le pire temps de réponse d’une tache ; survient lorsque la date d’activation d’une de
ses instances coincide avec celle d’une instance de toutes les autres taches plus
prioritaires qu’elle.

Définition : Instant critique sous FP [Liu et Layland, 1973]

L'événement correspondant a l'activation simultanée de toutes les taches est appelé
instant critique.

Dans le cas synchrone, l'instant de démarrage est un instant critique. On a donc pour
les tAches a échéances contraintes :

@ w* qui est l'unique scénario d’exécution possible ;
@ k™ =1 (pour toutes les taches) qui est la premiére instance de la tache.
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Critére basé sur le pire temps de réponse

Calcul du pire temps de réponse sous FP

Une instance de tache 7* se termine dés que :
@ elle a terminé son exécution;

@ toutes les instances des taches plus prioritaires activées entre [a¥, r¥) ont terminé
leur exécution.

On adonc:
Ri=Ci+ Y n(R)C
j€hp;
avec hp; 'ensemble des taches plus prioritaires que 7; et n;(t) le nombre de fois ou la
tache 7; est activée dans l'intervalle [0, t). Pour des taches périodiques expérimentant
l'instant critique, on a :
t
n(t) = [7’-‘

RIZCi+Z ’Vg—‘ Cj

j€hp;

Dol :
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Critére basé sur le pire temps de réponse

Résolution de I'équation

Calcul du point fixe de la relation de récurrence :
RO=c+> ¢

J€hp;

n—1
R =Ci+ > PT_ W Gi

JEhP,

@ Convergence assurée si : U < 1
@ Complexité pseudo-polynomiale O(n>_" , C;)

Exemple

Soit la configuration suivante de taches, calculer R, (avec
prioy > prio, > prios > prios). Confirmer le calcul par observation de la séquence

d’ordonnancement.

T T2 T3 T4
Ci 3 2 2
T, |10 | 5 | 20 | 20

'y
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Critére basé sur le pire temps de réponse

Prise en considération des protocoles de ressource

Ajout du temps de blocage dans I'équation :

R;
R=C+B+)_ [7—‘ G

! 1
J€hp;

Exemple

Reprendre la configuration précédente en supposant que 74 partage une ressource
avec 1. La section critique a une durée de 1.
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Critére basé sur le pire temps de réponse

Prise en considération des serveurs apériodiques

@ Au pire cas, l'interférence d’'un serveur a scrutation est similaire a celle d’'une
tache de période Ts et de durée Cs.

@ Linterférence maximale d’un serveur ajournable survient pour une trajectoire ou la
consommation de la capacité du serveur survient a la fin d’'une période et au début
des suivantes, ce qui donne une interférence dans un intervalle [0, w) égale a :

W—Cs
o[22
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Critére basé sur le pire temps de réponse Analyse du pire temps de réponse pour EDF

Calcul du pire temps de réponse pour EDF

Théoreme : Pire temps de réponse sous EDF

Le pire temps de réponse d’une tache sous EDF ne survient pas nécessairement
apres l'instant critique.

Exemple

Soit la configuration suivante de taches a échéance sur requéte, déterminer la
longueur de la période d’activité synchrone, puis R.. Comparer.

T | T2
G|l 2|3
Ti | 4|7
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Critére basé sur le pire temps de réponse Analyse du pire temps de réponse pour EDF

Théoreme : Pire temps de réponse sous EDF [Spuri, 1996]

Le pire temps de réponse de ; est obtenu dans une période d’activité qui débute avec
I'activation simultanée de toutes les taches autres que T;

@ Etude d’'un ensemble de scénarios en fonction de a, retard de I'activation d’'une
instance de 7; par rapport a l'instant synchrone.
@ Maximum local de R;(a) pour les valeurs de a donnant lieu a un scénario tel que :

@ 7; a son échéance qui coincide avec celle d’'une autre tache
@ ou, toutes les taches sont synchrones

@ Algorithme pseudo-polynomial
@ Calcul approché de R;

Calcul exact dans [Leung et Merril, 1980] par simulation sur la période d’étude mais de
complexité exponentielle.

Pour la prise en considération des ressources voir [Spuri, 1996].
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Critére basé sur le pire temps de réponse Analyse du pire temps avec RR

Analyse du pire temps avec RR

Une premiére borne du pire temps de réponse est :
R;
R = C,'-I-Z ’VT-‘ C/'
i

En prenant en considération les spécificités de RR, une borne moins pessimiste est
donnée dans [Migge et al., 2003] :

. Cil - R;
R = C,' + min ’VE—‘ \U,', Z ’VT/—‘ C/‘
J#i
avec Wy la durée du quantum de temps associé a la tache 74 et Wy, = >k Vi

Une borne prenant en considération les sections critiques avec le protocole PCP est
aussi proposée.

P-E. Hladik (INSA /LAAS-CNRS) Ordonnancement de taches 2007/2008 36/49



Plan

o Introduction

9 Notions fondamentales (partie 1)

0 Critéres basés sur I'utilisation et la charge du processeur
0 Notions fondamentales (partie 1)

e Critére basé sur le pire temps de réponse

e Notions fondamentales (l1I)

@ Demande processeur

«0O0>» «Fr» «E» «

it
v
it

DA



Notions fondamentales (IIl)

Instant oisif et période d’activité

Définition : Instant oisif (idle time)
Instant t tel qu’il n’y a plus d’instance de tache activée avantt et non terminée at.

Définition : Période d’'activité du processeur (busy period) []
Intervalle de temps [t t) tel que :

@ t etk sont deux instants oisifs ;

@ il n’y a pas d’instant oisif dans (i, ).

Une période d’activité est un intervalle de temps [, £) pendant lequel le processeur
est continuellement occupé nous avons donc :

@ toutes les instances de tache activées avant la date t; se sont terminées avant t; ;
@ toutes les instances activées a ou apres t; sont terminées a la date t.

@ 1 : date d’activation d’une instance

@ [ : date de terminaison d’une instance
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Notions fondamentales (IIl)

Instant oisif et période d’activité sous FP

Définition : Instant oisif de niveau i

Instant t tel qu’il n’y a plus d’instance de tache de priorité supérieure ou égale a prio;
activée avantt et terminée a t.

Définition : Période d’activité de niveau i (i-level busy period)
Intervalle de temps [t, &) tel que :

@ 1 etk sont deux instants oisifs de niveau i ;

@ il n’y a pas d’instant oisif de niveau i dans (t, t).

t : date de terminaison d’une instance de tache de prio > prio;
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Notions fondamentales (IIl)

Exemple

Soit la configuration suivante de taches ordonnancée selon la politique FP, représenter
sur la période d’étude, la période d’activité du processeur puis ses périodes d’activité

de niveaul, 2 et 3.

E| T2 T3
Ci 3 1 2
Ti 10| 5 | 20
prioj | 3 2 1

P-E. Hladik (INSA /LAAS-CNRS)
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Notions fondamentales (IIl)

Définition : Fonction de travail du processeur (processor workload)

Le travail du processeur dans l'intervalle [0, t) est la durée d’exécution des instances
de t4che dont la date d’activation survient avant t.

D’ou la définition de la fonction de travail du processeur :

n
W(t) =" rbf(r, 1)C; avec rbf (i, t) = [iw

J=1

Remarques :
@ Les instances considérées ne sont pas nécessairement terminées a l'instant t.
@ Siles taches sont a départ différé, on remplace t par t — a;

Définition : Fonction de travail du processeur de niveau i

Durée d’exécution cumulée des instances de tache de priorité supérieure ou égale a
prio; dont la date d’activation survient avant t.

Wiy = 3 rbf(T,-,t)C,-avecrbf(T,-,t):[T—‘

jehpu{i}
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Notions fondamentales (IIl)

Définition : Fonction de demande processeur (demand bound function)

La demande processeur dans [ti, t] est durée d’exécution cumulée des instances de
tache dont la date d’activation et I'échéance sont dans l'intervalle [t to].

D’ou la fonction de demande processeur :

N . . _ —Di b
abf(ti, ) = > ci(tr, )Ci avec ¢i(t, ) = max {0,1 0 { T J = {T/-‘}

i=1

dbf(0, ) = Xn:c;,(t)c,- avec ci(t) = max {071 + {t —TiD,-J }

=1

Si D; < T; alors ¢(t) = {MJ

Ti
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Notions fondamentales (IIl)

Exemple
Soit la configuration suivante de taches,

@ représenter la séquence d’ordonnancement résultant de la politique RM

@ représenter graphiquement les fonctions W(t) et dbf(t).
© que représente la droite affine de pente 1 ? Quelle relation peut-elle présenter

avec les autres fonctions ?

1 T2 73
G| 2 10 | 55
T; | 10 | 30 | 120
D; | 10 | 25 | 100
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Demande processeur

Principe de I'analyse par demande processeur

Test d’ordonnancabilité consistant a vérifier que toutes les requétes devant s’exécuter
dans tout intervalle de temps ne dépassent pas la capacité du processeur (c.-a-d. la
longueur de l'intervalle considéré).
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Demande processeur

Demande processeur sous FP [Lehocky et al., 1989D0]

Théoreme : Test de [Lehocky et al., 1989b]

Dans un systeme de taches a départ simultané, une tache r; est ordonnancgable si et
seulement si il existe un instantt € [0, D;] tel que Wi(t) < t.

Cela revient a rechercher la valeur minimum de la fonction W;(t)/t dans lintervalle
[07 DI]

Théoréme : Reformulation du test de [Lehocky et al., 1989b]
Dans un systeme de taches a départ simultané, une tache t; est ordonnancgable si et

seulement si W
Vi,1 <i<n, min ﬂ§1
o<t<p; t
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Demande processeur

Résolution du test

Les valeurs a analyser se réduit a un ensemble de points (testing set ou scheduled point
test) :

Si={kTj|j=1..i,k=1..|Di/T;]}
On cherche donc a vérifier que :

Vi, 1 gign,minw<1
tes;

Remarquons que si une date t € S; satisfait Wj(t) < t alors 7; est ordonnangable et il
est inutile d’examiner d’autres points d’ordonnancement.
La complexité est pseudo-polynomiale car bornée par | D;/ T;|

Exemple

soit la configuration suivante de taches a échéance sur requéte, statuer sur son
ordonnancabilité par la politique RM. Mettre les calculs en relation avec le tracé de
Wi(?)

T | T2 | T3
CG|1]| 2|2
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Demande processeur Demande processeur pour EDF

Demande processeur pour EDF

Théoréme : BHR90

Un systeme de taches périodiques et a départ simultané est ordonnangable avec un
facteur d'utilisation U < 1 si et seulement si :

Vt,0 < t < min{tim, H}, dbf(0, t) < t

avec U
tim = U max{T; — D;}
= i=1..n

Complexité pseudo-polynomiale O(nmax—1.,{T;i — D;})
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